= QUELQUES VARIABLES COMPLEXES ET ESPACES ANALYTIQUES

Sur Pexposant d’une application analytique I

par
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Summary Let f= (f,, . f):(C*,0)—> (C",0) be a holomorphic mapping such that 0 is
isolated in f~!(0). Let my(f) be the multiplicity of f. The aim of this note is to prove
the following estimation for the Lojasiewicz exponent I, (f) of f:

lo(N)<mg (- ﬂ ordf,+max (ord f).

Cog=1

1. Si f=(f;, ., f;) est une application analytique d’un voisinage de zéro
de C" dans C" alors nous posons ord f = mm (ord f}), inf = (inf, ..., inf,) ou

ord f; est l'ordre, inf; la forme initiale de ﬁ a 0eC™: Nous reprenons les
notations et les définitions de [5]. En particulier, si f=(f}, .., f,) est une
applxcatxon analytique finie d’un voisinage de 0e C" dans C" (par définition f
est finie 4 O lorsque f (0)=0 et le point O est isolé dans la fibre f~!(0))

nous notons mq (f) la multiplicité, I, (f) 'exposant de f (cf. [4, 5]). Notre

but est de démontrer le suivant R

(1.1) THEOREME. Si f= (fl, ., f.) est une application analytique finie
a 0eC" alors 1o (f) < mg (f)— H ord f,+max (ord f).

L’inégalité de (1.1) generahse a n dimensions l’evaluatlon obtenue par
- Chadzynski dans [2] pour le cas n = 2.

ExXaMPLE. Soient my,..,m,, m des entiers tels que m>m,,..,m, et
my>m, > ..2m,>1. Notons s = m—m, .. m, et posons

@)=tz T 2z 2L, 2z 2 Y)

pour n >3, f(2)=(EM+2z51+%, 2z, 2321) pour n=2. ,
On vérifie facilement que ord f;=m; (i=1, ..., n), my (f) = m et Io (f) = s +m;. .
Nous complétons le théoréme (1.1) par deux propositions ci-dessous.
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(1.2) ProposiTiON. Soit f = (fi, ..., f,) une application analytique telle qu.

a) le systéme d’équations inf, = ... = inf,_, = 0 a un nombre fini de solution:

dans Ulespace projectif P"~', b) le systéme déquations inf, = ... = inf, = (

posséde une seule solution dans P"~'; c'est une solution simple du systém

infy =..=inf,_, =0. Si,de plus ord f, > ord f; (i =1, ..., n—1) alors I, (f) =
" ; 4

| =my (f)"l[U1 ordf;+0rd_f,,,,,‘ v

(1.3) Prorosition. Soit f = (fy, ..., f,) une application analytique finie tellc
que le systéme d’équations inf; = ... = inf,_; =0 a un nombre fini de solution:

dans P"~'. Alors Iy (f) > gﬂ.
I] ord f;
i=1 "/'
Notons que I'on a toujours I, (f)> m;‘} (ord f}) (Iégalité a lieu s

(inf)~* (0) = {0}).
Pour n=2 la proposition (1.3) donne I, (f) > '::;§ ) =m, (f)f. Dans

le- cas d’une application analytique finie quelconque DPinégalité Iy (f) >

1
Zmy(f)" a été établie par D’Angelo dans [3], nous suivons sa méthodc
dans les preuves de (1.2) et (1.3). La démonstration du théoreme (1.1

et des propositions (1.2) et (1.3) nous presentons a la fin de cette note
Maintenant notons deux corollaires du théoreme. |

(1.4) CoroLLAIRE. Pour toute application analytique finie f légalité 1, (f) =
=mo (f) a lieu si et seulement si rang (df (0)) =n—1. Si lo(f) % mg (f
alors mo (f) =4 et Iy (f) <m, (f)-2.

(1.5) CoroLLaIRE (cf [6] Proposition (1.12)). Supposons que ord f, =
=.=ord fy=k>1 et my(f)=k"+1. Alors I, (f) = k+1.

2. Dans ce paragraphe nous démontrons la proposition (2.3) qui est unc

version locale de la proposition (3.3) de [6]. Nous commengons par la
proposition suivante.

2.1) vPROP(‘)SITION. Si f=(f1,., f,) est une application analytique finic

a 0eC" alors mo (f) = [] ord f;. Si (inf)~! (0) = {0} alors m, (N)=1]] ord 1.

i=1 i=1

Preuve (inspirée'par P. Tworzewski). Posons G = {(x_, y): fi (x) = ygd),
v Ju () = 344}, alors G-est un sous-ensemble analytique d’un voisinage

de zéro de C" de dimension constante n (cf [1], page 208). Soient
1:6-C,ny(x,y)=x et m,:G - C", m, (x, y) = y les projections naturelles.

Evidemment m, (n,) = [ ord f; et m, (m3) = my (f).
i=1 .
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Soit C,(G) le cone tangent de G au point 0eG. On a G, (G)C
¢ {(x, y):inf, (x) = yi#, ..., inf, (x) = ¥4 5y (cf [7], Chap. 7) donc Co (G)n
A {(x, y):x; = ... = x, =0} = {0} ce qui implique que la multiplicité m, (G)

de G est égale a mgy(m,y) = [] ord f;. Maintenant nous avoms g =
i=1 ’

(s ma (@) = [ ord f. 51 )~ 0= 0} alors Co (G) (6 )3 =

= .. =y,=0}= {0} dol mq(n;)=mg(G) clest-a-dire mo (N =[] ord £.

i=1
QED

Soit A un sous-ensemble analytique d’'un voisinage de zéro de C*!
de dimension constante k tel que la projection 7, n(x,y)= x est finie 4 0,
ie. 0 est un point isolé de I'ensemble {(x,Y)eAd:ix) = . =X = 0}. Soit
7*: Oy, 0 = Ok +1,0/id4(4) homomorphisme des algébres des germes de fonctions
holomorphes induit par =. L’homomorphisme n* définit une extension
finie du corps de fraction de I'anneau @, . Pour tout germe (h,0) d’une
fonction holomorphe nous notons P, (t)e @ o [t] le polyndme caractéristique
de (h,0) par rapport a cet extension. Dans la suite nous appelons P, (t)
le polyndme caractéristique de h par rapport am.

(2.2) LEMME. Avec les notations précédentes pour toute forme linéaire L
on a linegalité ord (Pr) = my (4).

Preuve. Si (4,0)=1)(4;0) est la décomposition du germe (4,0}

en composantes irréductibles alors mg (A) = Y mg(4;) et Pr=]] PY ou PY

est le polyndme caractéristique de L par ra;l)port a la projection n|A;.

Supposons alors que le germe (A4,0) est irréductible et notons Q,
le polyndme minimal de L, A, = {z:Q, (m(z), L(z)) =0} et m, la projection
A — A, donnée par la formule n, (z) = (m (2), L (2)) pour zeA. Du fait que
la projection m;: A — A est finiea 0e A il resulte que mq (A4) < Mg (1) mo (A4 L)
D’autre part P, = Q7 ol r = mq (n,) alors ord P =rord Q; =my(m ) mo(AL) >
> mg (4). QED

Nous convenons que toutes les valuations v considérées juissent de la
proprieté: v (hy+hy) = inf (v (hy), v (hy)) si hy, h, sont des séries telles que
supp (h,) N supp (h;) = 9.

(2.3) PROPOSITION. Soient f= (fi» ..., f,) une application analytique finie
@ 0eC",g une fonction holomorphe dans un voisinage de zéro telle que
g©0)=0,G, = {(x,):f1 (xX)= 1, wos Ju(x) = ya} le graphe de [ et my: G,—»C
la projection définie par la formule m, (x, y) = y. Identifions 0n+1.0 e C{y,t}
Palgébre de séries convergentes et notons P, =P, (y, )eC {y} [t] le polynome
caractéristique de g par rapport & la projection m,. Si v est une valuation




672 - A. Ploski

‘
S T

discréte de Tanneau C{y,..,yn,t} telle que v(y)=ord f; G=1,..,n) et

v(t)=ord g alors v(P) > [] ord fiordg.
i=1

Preuve. Posons A= {(x,y, ):f; (X) = Y1, s fu (X} =V, g (x)=1t}, :A '

- C", n(x, y, t) = y. Evidemment mq () = mq (). Soit L:C2"*1 - C" la forme
linéaire définie par la formule L(x,y,f)=t pour” (x, y» t)ecln+1‘ On
a P,(y,t)=P,(y,t)=le polyndme caractéristique de 'L par rapport a .
“"Considérons Pensemble analitique 4 =(x,y, t):fy () = W, s o (¥) = ¥y,
g(x)=r"* et la projection #:d—C",&(x,y,t)=). On 3 my (R)=
=mg(f)ord g, de plus on vériefie comme dans la preuve de (2.1) qugE
mo (A) = [] ord fordg. Soit P, (y,t) le polyndme caractéristique de L

i=1 1
par rapport i la projection #. On a P (y,t)=Py (yedah, .., Yo, 1°49).
Si v est une valuation définie par les conditions v(y)=ord f; (i = 1,..,n),
v(t)=ordg alors v(P,)=v(PL)=ord(PL(y‘,’“f‘,...,y‘,’,"’f-,t""”’))=ord(PL(y,t)) >

> rﬁo (A= [] ord fiord g en vertu du lemme (2.2). QED ‘
. o i=1
Notons le corollaire suivant de (2.3). ‘

~_ (24) CoroLLARE. Si _f=(f,..,f,) est une_application- analytique finie
& zéro de multiplicité m=my(f) alors pour toute fonction g holomorphe
dans un voisinage de zéro telle que g (0)=0 il existe des fonctions holomorphes -
ai, .., a, telles que ' ' ' |

g"=a, fi+..+a,f, et ord(a;f)> ] ord fiordg pour j=1,..,n.
i=1

Preuve. Ecrivons P, (y, t) = t"+y; PP (y, ) +...+ s P™ (y, t)ou PY(y,t)e
eC {y,t} sont des séries convergentes telles que supp (P9)~supp (PX) =0
pourj # k.Par consequent v (y; P >oP)(=1,..,n)douord (PO (f,9))=

> ] ord ford g. 1l suffit alors de poser a;= —P? (f,g). QED
i=1 ) . ’

3. Nous sommes maintenant en position de démontrer (1.1), (1.2) et (1.3).

Preuve de (1.1). Le théoréme (1.1) est une consequence facﬂc de (2.4i).
En effet, d’aprés (2.4) nous pouvons écrire 2z =dj fi+..+a, f, avec

ord (a;)) = [] ord fi~ 1}1_'2_.13( (ord f). 1l existe alors une constante C > 0 telle que
i=1 =

. [T ord fi- o (ord £ o |
jzZI"< Clz|~ if@l G(=1,.,n )
. . ;

m— [ ord f,+max (ord f) |

pour |z| assez petit, d’ott | f ()| >Cyfz| * avec C, >0 pdu;r

| z| assez petit. QED , |
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Preuve de (1.2). Selon [3], lemme (2.2) pour-toute application analytique

finie f =(f1, s f) 1l existe une suite d’arcs analytiques t — z (1) telle que (i)
H(EP0)=.=f-1 (2P @®)=0 dans C{t} pour tout j, (i) my (f) =
=Y ord ,f, (29 (). Si L est une forme linéaire suffisamment générale alors

de. JsuPprmer que ord z" (1) =1 et ord, , (29 (1) = ord (f,) ord, z9 (1) p()ux:_
n-1 ) n—1 )
est finie de multiplicité [] ord f;. On a alors [] ord fi=) ord L (z9(t)) =
: i=1 i=1 j

=Y ord z¥ (1). Dautre part les hypothéses a) et b) nous permettent '
7

de supposer que ord 2V (t)=1 et ord ,f, (z (¢) = ord (f,) ord ,z (t) pour
j>1. On a Iy(f)=ord f,(zV (1) =me ()~ Y. ord f,(z9 (t)) = mq (f)

i>1
n—1 n

—ord (f,) (][] ord fi—1) = my (f)— [] ord f;+ord (f;). L’égalité resultc main-

i=t i=1

tenant du théoréme (1.1). QED

Preuvede(1.3). Avec les notations précédentes: m, (f) = Y. ord ,f, (z (1) <
j

n—1

<Xl (Nord 29 @) = I () [[ ord .. QED

INSTITUT Df: MECANIQUE APPLIQUEE, POLYTECHNIQUE, AL. 1000-LECIA PANSTWA POLSKIEGO,
25 314 KIELCE

{(INSTYTUT MECHANIKI STOSOWANEJ, POLITECHNIKA SWIETOKRZYSKA, KIELCE)
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A. Tlnockn, O nokasarene rosoMopdnoro oroGpaxenns

[tycre f = (f)5..../n) :(CH, 0) -~ (C4, 0) — ronomopdHoe 0TOGpaxeHHe KOHEUHOH KPATHOCTH my (f),
[, (f) — noxasatens JlosceBuua otobpaxenus f. B crarbe N0xa3piBacTCAA OlEHKA

L(N<sm(N-T] ordf‘+m:1x (ord f).

c=1 . d=1

*)

Ve yedw de (2.0) ! ""\"PL"UC-&C“ Z (C./:L-. ,‘(q-,/z‘l{l—(zo

[



