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Summary. Let f= (f,...,f,) be a holomorphic mapping having an isolated zero at the origin.
Let I, (f) be the Lojasiewicz exponent of the mapping f at the point 0 C"; then there exist

b
integers N, a, b >0 such that I, (f)= N+— with 0<b<aq < N* ! or lo(f)=N.
a

1. Nous allons considérer les applications analytiques f= (f;, v fy) d’un
voisinage de zéro de C" dans C" finies a zéro c’est-a-dire telles que f(0)=0
et 0 est un point isolé de la fibre S710). Si f est finie a4 zéro alors
la multiplicité m, (f) et 'exposant [, (f) de f (cf. [6], definition 1.4) sont bien
definis. Notons que I, (f) comme m, (f) ne dépend que de Palgebre locale
d’application f. L’exposant lo (f) peut &tre calculé a aide des arcs analytiques

(cf. [4]). On a: I, (f) = Sup{ ord, f (z (¢))

z(t)eC{t}"z (0) = 0}. De plus la

ord, z ()
borne supérieure dans la formule ci-dessus est atteinte (cf. [4], p. 49). L’exist
ance de Parc donnant le maximum se démontre aussi par la méthode
presentée dans [6]. L’exposant I, (f) est un nombre rationnel > 1 (cf. [4, 6]).
Le but de cette note est de presenter un raffinement de ce résultat.

(1.1) THEOREME. Pour toute application analytique f = (f,, ..., f») finie a zéro
il existe des entiers N, a,b>0 tels que

b
lo(f)=N+—a— avec 0 <b<a<N"! ou l,(f)= N.

Le théoréme découle directement des propositions suivantes.

(1.2) ProPoOSITION. Si Iy(f)= g— ou p, q des entiers relativement premiers

o

alors p < mq (f).
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(1.3) PROPOSITION (cf. [2]). Pour toute application analytique f finie a 0eC"
on a: my(f) <([lo (f)])" ou [] designe la partie entiere.

Démonstration du théoréme (1.1). Supposons que [, (f) n’est pas entier

L b .
et notons N = [, (f)]. Nous pouvons alors écrire I, (f) = N+7 ou0<b<a

sont des entiers relativement premiers. Les entiers aN + b, a sont aussi relative-
ment premiers et nous avons d’apres (1.2) et (1.3) aN+b < mg (f) < N” ce qui
évidemment entraine a < N~ 1.

La démonstration de (1.2) a été donnée dans [6]. Nous déduirons (1.3) des
lemmes présentés ci-dessous.

(1.4) LeMME (suggéré par T. Winiarski). Soient f=(f1, .., f,) une applica-
tion analytique finie a zéero, g = (g4, ..., g,) une application analytique d’un voisi-
nage de 0€ C" dans C" telle que ordo( —f)= rmn (ordo (g:—1) > 1o (f). Alors
g est fme a zero, lo(g) =1y (f) et my(g) =

Demonstratlon de (1.4). Il existe des constantes R, C, C; > 0 telles que
If (2)] = C |zJ°Y et |g (z)— f (z)] < Cy 121"*¥~") pour |zl <R. On a alors pour
2] assez petit |g (2)) > | £ (2)| — g (2)—f (2)] = Clal")— C, |2]"6~D > C, |z[)) avec
C, >0 car Iy (f) > ord, (g—f). L'inégalité |g (z)] > C, |z|'*Y) implique que g
est finie a zéro et [, (g) <, (f) d’ou ordy (f—g) > Iy (9). Par symétrie nous
avons ly (f) = 1, (g) alors Iy (f) = Iy (9). De la méme maniére on montre que
f71O)NB,=g"'(0)nB, = {0} et lg(2)—f (@) <I|f(2)| pour zeFr(B,) ou

= {zeC"!|z| <r} est une boule suffisamment petite. L’égalité mq (g) = my, (f)
découle du théoréme de Rouché (cf. [9]).

(1.5) LEMME. Pour toute application polynomiale g = (g, ..., g,) finie a zéro
on a: mq (9) < [] deg g;.
_ i=1

Démonstration de (1.5). Soit U un voisinage de zéro de C" tel que
g~ 1 (0)n U = {0}. Choisissons une suffisamment petite valeur reguliére w de g,
alors par définition de multiplicité nous avons mg(g)= # (g~ ' W) N U) <
< #¢g~ ' (w). Dautre part d’aprés le théoréme de Bezout (cf. [8]) on a:

#g tw)< ]jl deg g'.

Démonstration de la proposition (1.3). Soit g; le polynome de Taylor
de f; tel que ord, (g;—f) > lp (f), évidemment on a degg; < [l, (f)] pour
i=1,..,n Posons g= (gl,. ,gn). D’apres les lemmes (1.4) et (1.5) nous

obtenons my (f) = m, (9) < H deg g; < ([lo (NI

REMARQUE. II vient de la proposition (1.2) que pour tout entier m > 1
ensemble d’exposants I, (f) ou f parcourt les applications analytiques finies
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a zéro telles que mgy (f) = m est un ensemble fini. Voila I'évaluation exacte de
lo (f) pour mqy (f) <9 (n quelconque):

mo(f) | 1 2 | 3 4 51 6 7 8 9

lo (f) 1 2 3 2,4 | 3,5 3,46 [34,457| 2,4,56,8 | 3,44,5,6,7,9

2. Soit X hy, _;, z}! z;, la série de Taylor du germe (h, 0) d’'une fonction
holomorphe h. Posons supp (h) = {(iy, ..., i) N": h;; _;, # 0}. Pour toute suite
d’entiers positifs d = (d,, ..., d,) notons o4 (h) = inf {d; i; + ... +dy in (i, s i€
esupp h}, ing (h) = la somme de tous les monomes h;, ; zi' .. zi satisfaisant
a la condition dy iy + .. +d,i,=o0,(h). Si f=(f1,.,f,) est une applcation
analytique alors posons o, (f) = Hlnlfl (04 (), ing (f) = (ing (f1), -, ing (£,)). Evi-
demment pour d =(1,..,1) on a: o, = ord, in; = in.

(2.1) ProposiTiON. Soit f = (fy, ...,f,) une application analytique d’un voisi-
nage de 0eC" dans C" telle que (in;f)™* (0)= 0 pour une suite d'entiers

n 0 ;
positifs d = (dy, ..., d,). Alors f est finie a éro et my (f) = [] dd(f—).
: i=1 i

La proposition (2.1) est une consequence facile de la proposition 2.1 de [7]
(voir également [1], p. 155). Dans cette section nous démontrerons un
analogue de (2.1) pour I’exposant [, (f).

(2.2) PROPOSITION. Avec les hypothéses de (2.1) on a:

méx 04 () _ max (0, (f,)
mix@)  min@)

~La démonstration de (2.2) s’appuie sur deux lemmes.

(23) LemMe. Si f= (fy, ... f,) et h=(hy, ..., h,) sont des applications analy-
tiques finies a zero alors

lo (foh) lo (foh)
T < b(f)s dh

| Démonstration de (2:3). Il existe des constantes R, C, C, > 0 telles que
1f (h (z))| >I%|i!’°‘f°"’ et |h(z)| <C,|z™™ pour |z| <R, d’ou 'f(h (z))I =

> C, |h(2)| °“”'I Ayec C, > 0 pour |z| assez petit. Mais h est surjective alors

o

[f W)t = C, [w| 4" pour |w| assez petit ce qui entraine I, (f) < Lo (foh)

o ord h
L'in¢galité I, (foh) <1, (f) !, (h) est évidente,




126 A. Ploski -

(24) LeMME. Soit f = (f;, ...,f,) une application analytique d'un voisinage
de zero de C" dans C" telle que (inf)~! (0) = {0}. Alors f est finie a zéro et

lo (f) = miax (ord f).
Démonstration de (2.4). Notons d’abord que pour toute application

analitique finie a z&ro f=(fy,..,f,) on a I, (f) = Igﬁf('(ordo f:)- En effet on
vériefie comme dans la preuve de (2.3) que pour toute fonction holomorphe g
d

on a ly(f)= %ﬂ. En posant g (w) = w, pouri = 1, ..., n nous obtenons
I'inégalit¢ demandée. Supposons maintenant que (inf)~1 (0) = 0. 1 suffit alors
de vérifier que f est finie 4 zéro et que I, (f) < ngllx (ord f;). Considérons
le cas ou ord f; = .. = ord f, = k > 1. On a alors |inf (z)| > (min {}inf (z')|:]2'| =
= 1}) |zI* pour zeC" et ord (f—inf) > k = I, (inf). D’aprés (14) f est finie
a zéro et ly (f) = k. Dans le cas général posons f =(ff, ..., fP") ou pyordf; =
=..=pyord f, = ord f, ... ord f,. D’aprés le raisonnement précédent " est finie
a z€ro et lo (f)=ord f; .. ord f, ce qui entraine que f est finie a zéro et

lo (1) <~ = mix (ord ).
min ()

Démonstration de la proposition (2.2). Posons h (z) = (41, ..., z4), on a
alors ord (f;oh) =0, (f) pour i=1,..,n et in (foh) = ing (f)oh. En appli-
quant (2.4) a lapplication foh nous obtenons I, (foh) = mzalx (04(f)) La

proposition découle maintenant du lemme (2.3) car [, (h) = m_g.lx (d;), ord (h) =
= min (d,).

(2.5) ExeMPLE. Calculons mq (f) et I, (f) pour Papplication f:C? - C?2
donnée par la formule f (zy, z,) = (" '+ 2%, 2 P z5) ot O < b <a < N. A cet

effet posons d = (a,a+1), on a alors o, (f;)=a(a+1), 04 (f;) = Na+b et
~inf = f. Evidemment (in,,f)‘l(O):{O} alors d’aprés (2.1) on a m, (f) =

a(a+1)(Na+b) L max(a(a+1), Na+b)
= = Na+b et (2.2) implique | < ’ =
afa+1) (2.2) implique I, (f) min (a,a+1)
b L) 9 ” . -~ N . .
=N +—a—. D’autre part Pinégalité [, (f) > 'Z(r’d(j;) (cf. [7], Proposition 1.3)
b L}
donne [, (f)>N+7 alors lo(f)=N+—z—.
(2.6) ExampLE (cf. [3, 5]). Si le polynéme P (z,, z,) = Y a2 2
. . L ) ] i1pi+iap2=p
a singularité isolée (ie. (grad P)~'(0) = {0}) n’est pas upn rznponéme alors

lo (grad P) = max (i, £>¥ 1. En effet 'evaluation [,(grad P) < max <£~>¥ 1

P P2 i
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est une consequence directe de (2.2). Pour montrer Pegalité il suffit de
comparer ord, (gradP(z (t))) €t ord, z () pour z(t) = (cy t’, c, tP?) avec
(cy,c;)eC? convenablement choisi. .

Notons L, ensemble d’exposants I, (f) ou f parcourt les applications
analytiques finis 4 0eC". Le théoréme (L.1) et I'exemple (2.5) montrent que

LZ ={1, 23 3, 3‘5’, 4, 4%‘, 4%‘, 4'%‘, 5, }

Question. Quelle est la condition necessaire et suffisante pour que

le nombre rationnel g appartienne a L, pour n> 27
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A. Tlaocku, O nokazarene 2HAMTHYECKOI0 0TOOpA XKeHHs

Hyers [y(f) — nokasarens Jloscesnua xomeunoxpatnoro KOMIIekCHOrO oTOGpaxenns mnpoc-
: b

TpaHcrBa < C". B paGorte AokaswiaeTcs, uro Iy (f) = N+, rpe 0¢ b<alN"! penpie yncnma
a

wiu Iy (f) = N uenoe wuco.



