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Les solutions formelles et convergentes
des équations analytiques.

par

Arkadiusz PLOSKI

Ce cours est consacré 3 la présentation du théoréme d’approximation d’Artin [5].
Nous déduisons ce théoréme d’un résultat obtenu par Pauteur [6]. La méthode de
démonstration est dGe & M. Artin et s’avere utile dans des contextes différents [8]. Nous
avons voulu rendre la démonstration aussi élémentaire que possible en suivant le principe
que la bonne preuve d’un théoréme doit étre au méme niveay de difficulté que son énoncé.
Pour des résultats plus sophistiqués, nous renvoyons le lecteur & Uarticle de Teissier [7].

Jexprime mes vifs remerciements 4 Anne-Marie Chollet et Vincent Thilliez qui m’ont
invité & participer 4 1'Ecole “Singularités d’applications différentiables” et qui ont créé
une atmosphere & la fois scientifique et chaleureuse. Je tiens aussi 3, remercier Augustin
Mouze qui a transcrit ce texte.

L’ENONCE

Soit X = R ou C. Notons K[[X]] = K[[X1,...,X,]] ’anneau des séries formelles
en X = (Xi,...,X,). Pour toute série f = f(X) de K[[X]], nous noterons f(0) le
terme constant de f et ord(f) 'ordre de f. La série f est donc un élément inversible de
Panneau K[[X]] si et seulement si £(0) # 0. Tous les éléments non inversibles forment
l'idéal maximal m,, = my(ix)- L'idéal m,, est engendré par les variables X1,..., X,. Alors
f appartient & m¢, ot ¢ est un entier non nul, st et seulement si ord(f) est supérieur ou
égal & c ou encore si et seulement si toutes les dérivées d’ordre strictement inférieur 3 ¢
sont sans terme constant. De plus, si g1;--.,9n sont des séries sans terme constant de
K{[Y]] = K[[Y3,...,Y,]], alors la série F(91(Y), ..., ga(Y)) obtenue par la substitution
de g1(Y),...,9.(Y) & Xy,..., X,, est définie. L’application qui & tout élément f de
K[[X]] associe f(g1,...,gn) de K[[Y]] est 'unique homomorphisme qui envoie X, pour
tout 1 =1,...,n, sur g;(Y). Notons enfin IK{X} le sous-anneau de IK[[X]] formé par les
s€ries convergentes. C’est aussi un anneau local. Rappelons que si f appartient & K{X}
€t g1,...,9n appartiennent & IK{Y}, avec g1(0) = ... = g,(0) = 0, alors flor, ..., gn)
appartient & IK{Y'}. Nous utiliserons aussi, dans K[[X]] et IK{X}, les théoremes de
préparation et de division de Weierstrass et le théoréme des fonctions implicites. Pour
une présentation plus détaillée de ces anneaux, on pourra consulter (1], 2], [3] et [4].

Soient m,n, N des entiers positifs, X = (X1,...,X,),Y = (Y1,...,Yy) des variables
et
fFX,Y)=(fi(X,Y),...  fm(X,Y)) e K{X, yim

une suite de séries convergentes sans terme constant (nous écrirons f (0,0) = 0 ce qui veut
dire f;(0,0) = O pouri=1,- .., n). Nous avons le théoréme d’approximation d’Artin :
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THEOREME 1. (Artin 1968) [5] On suppose qu’il existe une suite de séries formelles
Y(X) = ((X),...,7n(X)), 5(0) = 0, telle que f(X,9(X)) = 0 (dans K[[X]]). Alors,
pour tout entier ¢ > 1, il existe une suite de séries convergentes y(X) = (y1(X),... , yn(X)),
y(0) =0, telle que F(X,y(X)) =0 et v (X) = g,(X) mod(m¢) pour v =1,..., N.

Grosso modo, les solutions convergentes sont denses parmi les solutions formelles pour
la topologie m,-adique de K[[X]].

Observons que ,(X) = 7,(X) mod(m¢), ol ¢ est un entier strictement positif, si et
seulement si toutes les dérivées jusqu’a l'ordre ¢ — 1 inclus de Y,(X) — 3,(X) sont nulles
a l'origine.

Pour illustrer le théoréme d’Artin, nous donnons quelques corollaires.

COROLLAIRE 1. Le systtme d’¢quations f(X, Y) =0 a un nombre fini de solutions

formelles si et seulement si toute solution formelle est convergente,

COROLLAIRE 2. Soit f(X,)Y) e K{X,Y}, f(X, Y) # 0, une série ot Y est une variable
scalaire. Si f(X, §(X)) =0, avec §(X) € K[[X]], y(0) =0, alors §(X) € K{X}.

COROLLAIRE 3. Si une série f € IK{X} est irréductible dans IK{X}, alors elle est
irréductible dans IK[[X]].

Nous déduirons le théoréme d’Artin du résultat suivant -

THEOREME 2. (Ploski 1974) [6] Avec les notations et hypotheses du théoreme d’Artin,
il existe une suite de séries convergentes Y(X,t) = (Y1(X, t),..., Yn(X, t)) apparten-
nant & IK{X, ¢} Y(0, 0) =0, avec t = (t1,...,ts) des nouvelles variables, s > 0, et
une suite de séries formelles #(X) = (£,(X),...,#,(X)) de K[[X]]%, £(0) = 0, telles que
F(XY(X, 1) =0et §(X) = Y(X,#X)).

On remarque facilement que le théoréme 2 entraine le théoréme 1. Etant donné un
entier ¢ > 0, il suffit de choisir des séries convergentes HX) = (t(X),...,t:(X)), telles
que ¢,(X) = 7,(X) mod(m¢) pour v =1,...,s. On a alors la congruence Y, (X, (X)) =
Y, (X, t(X)) mod(mg) pour v =1,..., N et si on pose y(X) =Y(X,t(X)),onag,(X)=
9,(X) mod(m¢) pour v =1,..., N.

—_n

Remarque Notons que pour tout idéal T de K[[Y]], si on a g(Y) = g*(Y) mod(Z),
pour tout ¢ = 1,...,n, oll ¢;, g/ sont des séries sans terme constant, alors on a aussi
f@Y),...,g.(Y)) = f(gr(Y), ..., g5(Y)) mod(Z), pour toute série f=f(Xy,..., X,).

LA REDUCTION AU CAS D'UNE SOLUTION SIMPLE

En gardant les notations introduites ci-dessus, nous dirons alors qu’une suite §(X) =
((X), -, yn(X)) de K[[X]]9, 7(0) = 0, est une solution simple du systéme fX,Y)=0

[

. : 0
si et seulement si f(X,§(X)) =0 et rang(a—(X, ¥(X))) 1<icm =m. On a, dans ce cas,

Y 1<v<N
m < N.



Nous allons réduire la démonstration du théoréme 2 au cas d’une solution simple.
Notre outil est la proposition suivante -

PROPOSITION. Soit Z # (0), un idéal premier de 'anneau K{X} X = (X1, Xp).

Il existe des séries hy,- -, h,, de IK{X}, appartenant 3 Z, telles que
Oh;
rang{ =) i<i<r (mod Z) = r
g(an)ls‘;i;( ) )

VheZ Ja ¢ Z, telle que ah € (hl,---,hr)H({X}.

Avant de démontrer la proposition, notons qu’elle est invariante par rapport aux
substitutions linéaires. Si ¢ est un automorphisme de IK{X} défini par

¢(f(X1, ey Xn)) = f(z C]_’ij, ey icn’ij),
j=1 Jj=1

avec det(c; ;) # 0, alors la proposition est vraie pour I si et seulement si elle est vraie
pour ¢(7).

Preuve de la proposition. Nous effectuons une récurrence sur le nombre n de variables
X =(X1,...,X,). Sin=1, alors T = (X1), ha(X) = X5 et clest clair. Supposons alors
n > 1 et la proposition vraie pour les idéaux premiers de 'anneau de n—1 variables. Grace
a la remarque ci-dessus, nous pouvons supposer que l'idéal Z contient une série réguliere
par rapport & la variable X,,. Alors, par le théoréme de préparation de Weierstrass, 7
contient un polynéme distingué

W(X' X,) = Xk + ri( X)X k> o,

J=1

ou X' = (X1,..., Xn_1). Posons alors 7' = INIK{X'}. Considérons I’ensemble I\T'[X,].
Evidemment le polynéme distingué W(X', X,) appartient 3 T \ Z'[X,]. Soit

hi (X', Xp) = co( X)X + a(XNX e 4 a(X"),

le polynéme en X,, de degré minimal , £ > 0, appartenant 4 7 \ 7' [Xn]. Puisque le degré
[ > 0 est minimal, on a
[ >0,

Cp (X’) ¢ II,
Oh,
T
0X, ¢
Nous affirmons alors que, pour toute série h appartenant & Z, il existe une entier p>0
tel que

(%) co(X"Ph(X' X,) = Q1(X', Xp)hi (X', X,,) + R (X', X,)
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dans IK{X}, avec R; € Z'[X,]. En effet, par le théoréme de division de Weierstrass, on a
WX, X4) = QUX)(X', X)W (X', X,)) + R(X', X.),

avec R(X',X,) un polyndme en X, de degré strictement inférieur & k. En divisant
alors les polyndomes W(X', Xy), R(X', X,,) de K{X'}[X,] par le polynéme h(X', Xy),
selon la division euclidienne classique dans IK{X'}[X,], nous pouvons écrire (%) avec
Ry € IK{X'}[X,] de degré strictement inférieur & I. Alors tous les coefficients de Ry
sont (par définition de h;) dans ', c’est & dire R (X', Xg) € T'[X,). Si I' = (0), alors
Ri(X', X,) = 0 et (x) démontre la proposition. Sinon par I'hypothése de récurrence,
il existe des séries hy,---,h, de T, telles que rang(=—) 2<i<s (mod Z') = r — 1. En
0X; 1<5<n-1

outre, toujours en utilisant ’hypothése de récurrence appliquée aux coefficients de Ry, il
existe une série b(X'), n’appartennant pas 3 Z', telle que b(X')Ri (X', X,,) appartient 3
(hg,---,he)IK{X'}. De plus, en utilisant (*), on obtient

co( X )Po(X"Vh(X', X,) = b(X")Q1(X", Xa)hi (X', Xp) + b(X")Ry (X', X,) € (ha, . .., h.).
Evidemment, co(X')Pa(X') n’appartient pas & Z. Il suffit donc de poser ¢ = co(X")Pb(X"),

car si o(h h)
2y ooy llp 7
X, X% ) L
alors
6(h1,...,h,) _ ohy a(hz,---,hr) ¢ T
Xy X, Xn)  0Xa0( Xy, Xi_ ) T

Nous pouvons maintenant vérifier

LEMME 1. Soient f(X,Y) = (A(X,Y),..., fu(X, Y)) € K{X,Y}™, f(X,Y) # 0
dans IK{X,Y}™, des séries convergentes telles qu’il existe des séries formelles, §(X)
(7 (X),.. 5 Tg(X)), 5(0) = 0, telles que F(X,5(X)) = 0. Alors, il existe des séries con-
vergentes h(X,Y) = (hy (X, Y), ..., h(X, Y)) de K{X, Y} telles que

(¢) hi(X,5(X)) =0, pour tout i = 1,---,r,
. Oh; ., _
(42) rang(a- (X, 7(X))) 1<i<r =1,
0Y, 1<vEN

S’il existe des séries Y (X, t) = M(x,),..., Yn(X,t)), Y(0, 0) =0,
(417) et 1(X) = (t(X),... ,ts(X)), t(0) =0, telles que
(X, Y(X,t)) =0 et §(X) =Y (X,#X)) alors (X, Y(X,t)) =0.

Preuve. Considérons I'idéal premier

I={9(X,Y) e K{X,Y}: g(X,g(X)) = 0}.
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De maniere évidente, f1(X,Y),..., fu(X,Y) appartiennent & T ainsi 7 # (0). D’aprés la
proposition, il existe des séries 1, (X,Y),..., A, (X, Y), de Z, telles que

O, ... h)
a(Xl)""Xn)}/lw")YN)

Vg€, 3dagT acK{X,Y}, telle que a(X,Y)g(X,Y) € (h1, -+, R ) K{X,Y}.

rang( (X,9(X))) =r,

Nous affirmons que hy, . .., h, ont les propriétés (i), (ii) et (iii). L’assertion (i) est satisfaite
puisque hy, ..., h, appartiennent & Z. Pour vérifier (ii), il suffit d ’observer
8(hy, ..., k) a(hy,..., k)

(X, 9(X))).

(X,9(X))) = rang(

ran —~ T
g<8(X1,...,Xn,Y1,...,YN) a(Ys, .., Yn)

En effet les relations, pour tout i = 1,-- - r, hi(X,Y (X)) = 0 impliquent

N Oh;

Ohi ., _
(X900 + 3 5

80X,

8%,
8X,

(X, 9(X))

=0, pourj=1,---,n.
Pour vérifier (iii), nous écrivons
(X, Y)fi(X,Y) = k; 0 (X, Y (X, V),
avec, pour tout ¢ = 1,...,m, a;(X,Y) # 0. Alors a;(X, Y(X,t)) # 0 puisque §(X) =
Y(X,t(X)) et (iii) suit.
THEOREME DES FONCTIONS IMPLICITES

D’APRES BOURBAKI-TOUGERON [9] [10]

Soient f(X,Y) = (fi(X,Y),..., fm(X,Y)) des séries convergentes en les variables
X=(X1,...,X,)etY = (Y1,...,Yy). Supposons m < N et notons J(X,Y) la matrice

J(X,Y) = [g}{ (X, Y)J

1=1,-,m;
v=N-m+1,- N

5(X,Y) = det(J(X,Y)).
On note aussi M(X,Y) la transposée de la matrice des cofacteurs de J (X,Y). On a ainsi
M(X,Y)J(X,Y) = J(X,Y)M(X,Y) = 6(X,Y)L,,

ou I, est la matrice identité m lignes, m colonnes. Soit la suite de séries convergentes
9(X,Y) = (g1(X,Y),...,gm(X,Y)) définies par

a1(X,Y) | AXY)
: = M(X,Y) :
9m(X,Y) fm(X,Y)



Remarques : On a donc
g(X,)Y) € (L(X, Y), . fm(X,Y))pouri=1,... m,

(X, V)fi(X,Y) e ((X,Y), ..., gm(X, Y))pouri=1,...,m.

THEOREME DES FONCTIONS IMPLICITES (de Bourbaki-Tougeron) [9] [10].

Supposons qu’il existe une suite de séries sans terme constant,

y°(X) = (¥¥(X), .. 1 Y9(X)), de IK{X}, 4°(0) = 0, telle que, pour tout i — 1,...,m,
9i(X,4°(X)) = 0 mod (5(X,y°(X))’m,,).
Soient ¢ = (t1,...,fy_p) des variables. On pose, pour tout ¥ =1,..., N —m,
Y (X 1) = yo(X) + 6(X, °(X)),.

Il existe alors une unique suite de séries (Yvem1 (X, 1), .. L Yn(X, 1)), de K{X,t}, sans
terme constant, (unicité dans ’anneau K|[X, t]]), telle que

filX,Y(X,t)) =0 pour i = 1,...,m,

Y. (X,t) = yg(X) mod (5(X,y°(X))mn) pourv=N-m+1,... N.

Remarques

- Nous dirons que §%(X) = (52(X), ..., 5%(X)) est une solution approchée (au sens
Bourbaki-Tougeron) du systéme d’équations f (X,Y) = 0 et que la suite de séries Y(X,t) =
(Yi(X,t),...,YN(X,t)) est une solution 3 parametres déterminée par la solution ap-
prochée 7°(X). 1l est aussi facile de voir qu’on a I'équivalence suivante :
soit y(X) = (y1(X),...,5,(X)), ¥(0) = 0, une suite de séries formelles. Alors, on a
¥(X) = Y(X,¢(X)) pour une suite de séries formelles HX) = (t(X), ..., tn_m(X)),
t(0) = 0, si et seulement si

{ F(X,y(X)) =0
Yo (X) = yy(X) mod (6(X,3°(X))?m,) pour v =1,..., N —m
Y (X) = 3(X) mod (§(X, ¥(X))m,) pourv =N —m+1,.. . N

On dira alors que la solution y(X) = Y(X,t(X)) est associée & la solution approchée
¥°(X). Ainsi les solutions associées y°(X) sont décrites sans recourir  la notion de
solutions & paramétres déterminées par y°(X).

- Dans la suite, nous utiliserons la formule de Taylor sous la forme suivante. Soient v —
(v1,...,vn), h = (h1,...,hy) des variables. Pour toute suite ((X,Y), ..., fm(X, Y))



de séries formelles, on a alors

fl(X,U+h) fl(X,’U) [ hl
. S It I (VI 5 R

qay LA fa(w) | T Y T
AN _mi1 Pi(X, v, h)

+J(X,v) : + :

hN Pm(X, v, h) i

o, pour tout i = 1,---,m, Py(X,v,h) € (hy,.. k)2

Preuve du théoréme de Bourbaki-Tougeron. Soient v = (UN-ma1, -, ~) des variables.
On pose, pour tout i =1,---,m,
F(X,tu) = fi( X,50(X)+0(X,5°(X)) %, ..., v%_n(X) + 8(X, 10(X))2tnon,
U1 () + 800, ¥ (X)) uw e, -,y (X) + 8(X, 5°(X) Juwy ).

En appliquant alors a f(X,Y’) la formule de Taylor (Ta) avec,
pour tout i = 1,..., N, v; = y2(X),
pour tout s =1,..., N —m, h; = §(X,3°(X))2; et,
pour tout i =N —m+1,..., N, h; = §(X,y°(X))u;,

on obtient
Fy(X,t,u) H(X,4°(X))
Fo(X,t,4) fn(X, 50(X)
t
#06 Pl |
y-- -y I N—m N
(1) UN—m+1
+6(X, y°(X))J(X,4°(X))
Q1(X, t,u) o
+6(X, y*(X))? :
Qm(X,t,u)

avec Q;(X,t,u) € (¢,u)®. En multipliant 1’égalité (1) par M(X,4°(X)), on obtient,
puisque, d’une part, on a M(X,y°(X))J(X,y*(X)) = é(X, Y (X))In, et d’autre part,
on a aussi g;(X, Y°(X)) = 0 mod(6(X, y°(X))*m,), pour i = 1,. ... m,

Fl(X,t,U) Gl(X,t,'lL)

(2) M(X,y°(X)) =6(X,y°(X))?

I

Fo(X,t,u) Gl X, 2, 0)



ou G;(X,t,u) sont des séries convergentes avec Gi(0,0,0) = 0. En outre, en différentiant
’égalité (2), on obtient
J(F1,. .., Fy)

J(U-N—m+1; < ,UN)

J(Gy,...,Gm)

J(uN—m-l-Ia cee ,'UN)

M(X,y"(X)) (X,t,u) = 6(X, y°(X))? (X,t,u).

I1 est alors facile de vérifier les assertions suivantes
J(F,. .. F)

(UN—m+1, ceey UN)

),0,0) = der( P Iy o yneyiac oy

det(M(X,y°(X))) = 6(X, y°(X))™1,

det(J

D’autre part, on a

J(Fy, ..., Fy) 0 1
det X,0,0) =0(X, 3’ (X))m™+L
T s (X,0,0) = 5(X, °())
J(Gy,...,Gp)
det X,0,0 :17
(J(UN—m+1,---,UN))( )
d’on, en particulier,
J(Gy,...,Gp)
det 0,0,0) =1.
(J(UN—m+1,---,UN))( )

On obtient alors le théoréme en appliquant le théoréme classique des fonctions implicites
dans IK{X, ¢ u}, au vecteur G(X,t,u), par rapport & la variable u et autour du point
(0,0,0). On trouve donc une suite u(X, t) = (un-ms1(X,1),...,un(X,¢)), de séries con-
vergentes telle que

G(X,t,u(X,t)) =0 et u(0,0) = 0.
On en déduit, pour tout i =1, . .. ,m,
Fi(X,t,u(X,t)) =0 et u(0,0) = 0.
On obtient ainsi le résultat voulu avec, pour tout v=N-m+1,... N,

V(X 1) = up(X) + 6(X, y°(X))u(X, ).

ETUDE DES SOLUTIONS APPROCHEES

On conserve les notations introduites au paragraphe précédent. On a alors
LEMME 2. Soit §(X) = (1(X),.. -y IN(X)), §(0) = 0, une solution formelle du systéme
fIX,Y)=0,m < N, telle que que la série 0(X, §(X)) est Xp-régulitre d’ordre strictem ent
positif. Il existe alors une solution approchée (au sens Bourbaki-Tougeron), T)(X) =
(71(X), ... ,Uv(X)), de ]K[[X'”[Xn]N, 5(0) = 0, du systéme f(X,Y) =0, telle que 7(X)

est une solution associée & la solution 'L_}(X), c’est & dire

9.(X) = 7,(X) mod (5(X,’D(X))2mn) pourv=1,...,N —m,
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9u(X) = 0,(X) mod (§(X,9(X))m,) pour v=N—m+1,... N,

Remarque
- On a (X, §(X)) = 6(X,9(X)) mod(5(X, 9(X))m,), par conséquent 0(X,0(X)) est
Xn-réguliere d’ordre strictement positif.

Preuve du lemme 2. Posons p = ord(5(0, X,,, 7(0, Xn)), alors 0(X, §(X)) est X,-réguliere
d’ordre p. En vertu du théoréme de préparation de Weierstrass, on a

(1) (X, 5(X)) = (XP + Zi:l a;(X")XP~7) unité,

avec a;(X') des séries formelles sans terme constant. Par le théoréme de division pour
les séries formelles, on peut écrire, d'une part,

2) 5.(X) = i:;m,xxvxz; Fa(X) (e, +E(X)),

ouc, €EKet#,(0)=0pourv=1,...,N —m, et d’autre part,

3 00 = 3 0,(X)X] +8(X) (e + 1.(X),
ouc, € Ket,(0) =0pourv=N-m+1,..., N. Posons HX) = (E(X), ..., Enm(X)),
’17,(X) = (ﬂN_m_H(X), ey 'UN(X)) et

2p—1
> B (XN) X+ a(X)’c, pourv=1,...,N —m
'Uu(X) = p_=10 .
0, (X)X] +a(X)e, pour v =N -m+1,... N
7=0

Par construction, %, (X) appartient 3 K[[X)[X,] pourv=1,..., N.
Propriété 1 : §(X, 5(X)) = a(X).unité.
Preuve. On a, pour tout v = 1,...,N,

9.(X) = 9,(X) mod (a(X)m,,).
On a donc, puisque la composition ne modifie pas la congruence modulo un idéal,
(X, 9(X)) = 5(X,17(X)) mod (a(X)m,,),
ce qui donne le résultat car §(X, 7(X)) = a(X).unité.

Propriété 2 : g;(X, 9(X)) = 0 mod (@(X)?m,,) pour tout i = 1,...,m.
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Preuve. On pose, pour tout i = 1,...,m,
f(Xtw) = fi( X, 0(X) +a8(X)2%,. .., Oy (X) + 8(X) 2,
On-mi1(X) + 3(X)un-mir, -, Ov(X) + a(X Juy).

On a donc f(X,#(X), (X)) = f(X,5(X)) = 0. En appliquant alors 3 f(X,Y) la formule
de Taylor (Ta) avec,

pour tout i =1,..., N, v; = 5;(X),

pour tout 4 =1,..., N —m, h; = a(X)%; et,

pour tout ¢ = N —m+1,..., N, h; = a(X)u,

on obtient
f (X, t,u f1(X,5(X t
S N N 2 I fm) o o ’
Fm(X,t, ) fm(X,9(X)) T EN—m
UN—m+1 Q1 (X, t, u)
+a(X)J(X,5(X)) : +a(X)? :
uUn Qm(X; t) U)
avec Qi(X,t,u) € (t,u)? pour i = 1,...,m. En multipliant alors la derniére égalité par
M(X,9(X)), puis en remplagant ¢ par t(X) et u par @(X), on obtient
= : +a(X)*Mat(X),
0 Im (X, 9(X))

avec Mat(X) une matrice de séries en X sans terme constant. La propriété 2 découle de
cette derniére égalité. Les propriétés 1 et 2 entrainent immédiatement le fait que 9(X)
est une solution approchée du systéme f(X,Y) = 0. Le reste provient des définitions de
7(X).

LEMME 3. soient f(X,Y) = (fi(X, Y), ..., fm(X,Y)) des ¢léments de K{X,V}™,

J(fi,. ..,
6(X, Y) =det (1 fm) . Soient aussi V0 = (VVOJ-), des variables, pour v =
(YN—m—!—l; ;Yn) h

J
L,...,N,j=0,--+,D, avec D un entier non nul. Soit enfin ¢® — (Cg,j) des constantes,
pour v=1,...,N,3=0,---, D, avec 62,0 =0pourv=1,...,N. Supposons
D D
ord (5(O,Xn, docixi, L, ch’v,jx,{)) =p, 0<p<+oo.
=0 . j=0

Alors, il existe une suite F(X', V) = (F1(X", V9, Fy(X, V%) de (K{X", V})M

telle que, pour toute famille de séries {Vy?j(X’)}, on ait I’équivalence

(Z) ( ]'D:O(C(l),j + ‘71?](X,))X7]w ctt Zf:o(c?v,j + VIS,](XI))Xf?L) est
une solution approchée de f(X,Y) = 0,
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(i) F(X', {V3(X)}) = 0

Preuve. On pose, pour v = 1,..., N,
D
w(Xa) = 3 (b, + V) X3,
7=0
U(Xn) = (v1(Xn), ..., un(Xy)).

On voit aisément que §(X, v(X,)) est X,-régulitre d’ordre p. Par le théoreme de division,
on a alors, pour i =1,...,m,

2p—1
(1) 9i(X, v(Xn)) = Qi(X, VI)3(X, 0(Xa)) + 3 Rij(X', V) X3,

=0

J

Si 9(X) = (01(X),...,0n(X)) ot 5,(X) = o (cg,j + V,fj(X’))Xﬂ;, avec des séries
V,2;(X") sans terme constant, on obtient l'identité de division

2p—1

9:/(X, 9(X)) = Qu(X, 9(X))6(X, 5(X))* + ZO Ry (X' Vo, (X1 X3,

On rappelle que 7(X) est une solution approchée du systeme f(X,Y) = 0 si et seulement
si, pour tout ¢ = 1,...,m, ¢;(X, (X)) = 0 modulo 0(X,9(X))?m,. Ainsi, on a alors le
fait que (X) est une solution approchée du systeme f(X,Y) = 0 si et seulement si, pour
tout 2 = 1,...,m, pour tout j =0,...,2p— 1, Ri (X', {V2(X")}) = 0 et Q;(0,0) = 0.
Ceci démontre le lemme 3.

DEMONSTRATION (par récurrence sur le nombre de variables X)

Pour n = 0, le théoréme est trivial. On suppose donc n > 1 et le théoréme vrai pour
n — 1. Gréce au lemme, on peut supposer que 7(X) est une solution simple du systéme
f(X,Y) =0. On pose
Ofi
(S(X, Y) = det (B*STV(X, Y)) A
v=N-m+1,..,N
Sans diminuer la généralité, on peut alors supposer que (X, (X)) # 0. Si 6(0,0) est non
nul, le théoréme est une conséquence du théoreme des fonctions implicites. On suppose
alors §(0,0) = 0. Aprés un éventuel changement de variables linéaire, on peut en outre
supposer que la série §(X, §(X)) est X,-réguliere d’ordre p > 0. En vertu du lemme 2,
le systéme f(X,Y) = 0 possede une solution approchée 9(X) = (5(X),...,0n(X)) de
(K{[X[Xa))N, 5(0) = 0, telle que la solution formelle J(X) est associée & 5(X). On écrit
alors
B(X) = 3 (b, + V% (X)) X3,

J=0

11



avec D > 0 un entier et V,,?j(X ') des séries formelles sans terme constant. On a aussi

ord(6(0, Xy, S22, X3,..., ¥2, i X3)) = ord(d(0, Xy, 9(0, X,))
= ord(8(0, X, (0, X,,))
= D

puisque 0(X,9(X)) = 6(X, §(X)).unité. D’apreés le lemme 3, il existe des séries conver-
gentes F(X' {V?.}) telles que

F(X', {V,;(X")}) = 0.

En appliquant alors I'hypothése de récurrence, on trouve des séries {Vu?j(X ',s)} con-
vergentes, de variables X' = (X;,...,X,_;) et s = (81,-+-,8q), telles que V,ffj(X’) =
V(X' 5(X"), avec 5(X') = (51(X7), ..., 5,(X")), 5(0) = 0 et telles qu’on ait 1'égalité
F(X', {V,);(X",5)}) = 0. Les relations ci-dessus impliquent encore une fois par le lemme
3 que la suite de séries v(X, s) = (v(X, s),. .. ,vg(X, 5)), avec, pour tout v = 1,..., N,

D
ve(X,s) = Z (c,‘j,j + VV‘?J-(X', s))X,{,
J=0

est une solution approchée du systéme f(X,Y) = 0. De plus, on a 9(X) = v(X, 5(X").
Le théoréme de Bourbaki-Tougeron implique alors I’existence d’une solution 3 parametres
Y(X,s,t), déterminée par la solution approchée v(X, s), donnée par les formules

Y (X,5,t) =v,(X,s)+ §(X,v(X,s))%, pour v = L,...,N—m,

Y (X,5,t) =v,(X,s) + 6(X,v(X, s))u,(X,s,t) pour v = N — m + 1,..., V.

Ainsi
Y. (X,58(X'),t) = 0,(X) + 6(X,9,(X))*, pour v =1,...,N —m,

Yo(X, 5(X"),1) = 9,(X) + (X, 0,(X))u, (X, 5(X),t) pour v = N — m+1,..., N,

est une solution a paramétres déterminée par #(X). La solution J(X) est associée a v(X).
Il existe donc des séries £(X), £(0) = 0, telles que Y (X, 3(X"),t(X)) = g(X).
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