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Summary. Let f, g, heC {x, y} be irreducible power series. Then in the sequence

mo (f, 9) mo (f, h) mo (g, h)
ord fordg ’ ord ford h * ord g ord h

there are two terms equal and the third is not less than the equal terms. Here m, (f, g)
denotes the intersection multiplicity of the branches f=0, g =0 and ord f stands for the
order of f.

1. Soit C {x, y} I'anneau des séries convergentes de deux variables x, y
a coefticients complexes. Par le mot “branche” nous designons une série
irréductible de C {x, y}. Notons m, (f, ¢) la multiplicité d’intersection de deux
branches f et g (alors mq (f,g) = + 0 si f, g sont associées dans C {x, y}),
ord f l'ordre de la série f. Le lemme cité ci-dessous est bien connu.

My (fa g)
ord f ord g

lité si et seulement si f et g Wont pas de tangente commune.
Le but de cette note est de démontrer le suivant.

(1.1) LeMME. Soient f, g deux branches. Alors > 1, avec éga-

(1.2). THEOREME. Soient f, g, h des branches. Alors dans la suite

mo (f, 9) mo (f, h) my (g, h)
ord fordg’ ord fordh’ ordgord h

il y a deux termes égaux et le troisiéme n'est pas strictement moins que
les termes égaux.

Ev1demment le théoréme (1 2) peut etre présenté de la fagon suivante:
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mo (f, 9) a my (f, h) mo (g, h) s
ord f ord g > mf( ord fordh’ ordgordh )’ avec cgalite si

mo (f,,h) mq (g, h)
ord f ord h ordgord h

La démonstration de (1.2) nous donnerons i la fin de cette note,
‘maintenant nous présentons une conséquence du: théoréme. Dans ce but
notons I, (f, g) I'exposant de Lojasiewicz de l'application analytique z—
—(f (2), g (2)) d’un voisinage de zéro de C? dans C? (cf. [4]). La caractéri-
sation de Dlexposant a l'aide des arcs analytiques (cf. [2]) nous permet
d’écrire '

ny (.f: h) L) (g’ h)
ordh ° ordh

lo (f, g) = sup {min( >: heC {x, y} irréductible}.

En appliquant (1.2) a la formule ci-dessus nous obtenons:

(1.3) CoroLLAIRE. Si f,geC {x, y} sont irréductibles, alors

. m (fag)
lo (fa g) = min (0:d f, ord g) .

2. Dans cette section nous rappelons la formule classique pour la multi-
plicit¢ d’intersection des branches planes (cf [1], pp. 504-567). Nous
dirons que la branche feC {x, y} est y-reguliére si f est un polyndme
distingué€ pas rapport 4 la variable y, irréductible et tel que ord (f—y*/) >
>ord f. Si f y-reguliere d’ordre p alors d’aprés le théoréme de Puiseux
on-a: :

1 1 pi 1
fen= Tl -y@x?) ob yxP)= ¥ ax’eciz)
' wP=1 0<i<M
Nous écrivons le développement de Puiseux en mettant en évidence le
1
- support d_e y(xP) ie a;#0 et pi—y <p; (po=p) pour 1 <i<M< 4.

; ' 1
Notons N (f) = M, & (f) =" di(f) = ——pged (po, .., pi) pour 0 <i <M.
0 0

Si g est une autre branche y-reguliére d’ordre g alors
\
1

900 = J] (-F@x) ob  F(x%)= _sz,-x"‘«"ec{x%}T

v'=1 1€j<

Nous avons donc N (g)= N, ¢;(g) = aqi (9o = q) pour 0 <i< N. Posons

So (v (xP), ¥ (x"))=min‘ {i:a,-ﬁ#bi x%} sl existe i <min(M,N) tel que
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; 1
e‘ QL - ” . . '
a; x? # b; x7. Dans le cas contraire nous posons, par définition, so (y (x?),

1
¥ (x%)) = min (M, N)+1.

(2.1) DEFINITION. Si f g sont deux branches dlstlnctes y-reguliéres alors
50 (f9) = max (50 (y (ux?). y(vxq)) w=1,0=1).

Ona s, (f, g) = max (so (y (uxp) y (xq)) P = 1) = max (SO (v (X") y(vxq))
vl = 1) ce qui permet de vérifier facilement le lemme suivant:

(2.2) LeMME. Si. f,g,h sont des branches y-reguliéres deux a deux
distinctes, alors dans la suite sy (f,g), So (f, h), so(g,h) il y a deux termes
égaux et le troisiéme West pas strictement moins que les termes égaux.

(2.3) TuEOREME (cf. [1, 5]). Soient f, g deux branches distinctes y-requliéres.
Posons so (f, g) = s+ 1. Nous convenons que e, (f)= + 0 (€541 (g) = + )
si s=N(f)< +oo (si s=N(g)< +©) et que la somme dune famille vide
est égale a zéro. Alors

2 = 3 (s (D= (1) & )+, () i (e (1), 001 ).

Une autre version du théoreme (2.3) est donnée dans [3].

(2.4) REMARQUE. Si s, (f,g9)=s+1 alors ¢;(f)=e;(g) pour 0 <i<s
d’ou on obtient par récurrence d;(f)=d;(g9) pour 0 <i<s. Notons pour
abréger

5

¢ ()= ) (di-1 (f)=d:i () & (f)-

=1

Par conséquent, si s, (f, g) = s+1 alors ¢, (f) = ¢, (g).

3. Passons a la démonstration du théoréme (1.2). Si deux branches
dans la suite f,g,h n'ont pas de tangente commune alors (1.2) est une
conséquence immediate du lemme (1.1). Supposons alors que les branches
fg,h ont la tangente commune qui, apres un éventuel changement de
variables, est d’équation y =0. Grice au théoréme de préparation de
Weierstrass nous pouvons nous borner au cas ou f, g, h sont y-regulidres.
En vertu du lemme (2.2) il suffit de considérer les branches f,g,h
y-reguliéres telles que s, (f, h) = 50 (g, h) < s (f, g). Notons s (f, g) = s+1
et. distinguons deux cas.

a)  So(fih)=s0(g,h)=50(f,9)=s+1.
D’aprés (2.3) nous avons:
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or'gof(fo,r%)g = ¢5 (f)+d, (f) min (es+1 (f) es+1 @),

orrc’llof({;r}cll)h = ¢, (f)+d; (f) min (es+1 (f), €541 (h).

On a ¢, (g)=c,(f) et dy(g9) = ds(f) car so (f,g)=s+1 ce qui nous permet
d’écrire en vertu de (2.3):

%ﬂ%‘?_}l: ¢s (f)+ds (f) min (e;4 1 (9), e+ 1 (H).

Alors dans le cas a) le théoréme (1.2) est évident.

b) so(fih)=30(9,h) <s0(f,9)=s+1.
Posons s, (f, h) = s¢ (g, h) = t+1. Nous avons, d’aprés (2.3)

or'crllcf({;r?h = ¢, (f)+d, (f) min (e,+1 (f), €41 (W) =

mg (g’ h)

= G @)+ (g) min (€1 (), €csr () = 5

car ¢; (f)=e€;(9), d;(f) =d;(g) pour 0 <i<t+1 puisque t+1 <s. Il suffit

o IS s mO(f5h) mO(fag) -

< -

alors de vérifier I'inégalité ordfordh S ord fordg Posons pour abré

ger m=min (¢4 (f), €541 (9)), n=min (g4, (f), &+ (). On a donc n <

< e+1 (f) < m (linégalité e, | (f) < m résulte du fait que e, (f)=¢,+,(g) <
< e,+1 (9)). Maintenant, d’aprés (2.3) on a:

org(}({)’rfi)g or,cqlqof({;r?h - ,-2;1 (di-1 (N=di (f) & (f)+ds (f) m— .

—d (f)n=(d (f)—ds () es1 (N)+ds (f) m—d, (f)n=
=.dt (f) (et+1 (f)_n)"l-ds (f) (m_et+1 (f)) >0

ce qui démontre le théor¢me (2.1).
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A. Tlnocku, 3aMeTKka 0 KPATHOCTH mepeceyeHHsi MJIOCKHX BeTBei
Iycte f, g, heC {x, y} HeupusoauMbie psaabl. Torga B MoCneI0BATENbHOCTH

my (f, 8) my (f, h) my (g, h)
ord ford g " ordfordh’ ordgordh’

L]
ABa 4JCHA PaBHbI, & TPETMH HE MEHbLIE OCTANbHBIX. Mbl 0603HaummM my (f, g—KpaTHOCTD
nepeceyeHus peteelt f=0,g =0 u ord f—nopsnox psana f.



